Муниципальный этап всероссийской олимпиады школьников по математике
Ханты-Мансийский автономный округ – Югра
  2010-2011 учебный год

ЗАДАНИЯ
 
11 класс



1. 





 и  - квадратные трехчлены, старшие коэффициенты которых равны единице. Известно, что трехчлен  имеет два различных корня и каждый из этих корней является также корнем уравнения . Докажите, что   и  равны. 

2. Найдите наименьшее натуральное число, которое начинается на 33, оканчивается на 33, имеет сумму цифр 33 и делится на 33.  

3. 






Дан куб  с длиной ребра а. На ребре  взята точка L так, что . Найти длину отрезка линии пересечения плоскостей  и , заключенной между плоскостями  и . 

4. 
Найти все значения параметра a, при которых  неравенство  выполнено для всех действительных значений x.  

5. Найти число всех семизначных натуральных чисел, у которых цифры в десятичной записи идут в строго убывающем порядке.  



11 класс. 
1. 







Решение. Из условия задачи следует, что система уравнений  имеет два решения. Вычитая из первого уравнения системы второе, получим , откуда . Так как второй множитель на области определения системы всегда положителен, то последнее уравнение равносильно уравнению = 0, то есть  квадратный трехчлен  имеет два корня. Тогда из первого уравнения системы следует, что эти корни являются корнями и квадратного трехчлена . Так как старшие коэффициенты у квадратных трехчленов  и  равны, то и остальные коэффициенты равны, что следует из теоремы Виета.  
      
1. Ответ: 3375933. 
Решение. Так как сумма всех цифр равна 33, а сумма двух начальных цифр и двух последних цифр равна 12, то сумма оставшихся цифр равна 21. Следовательно, в этом числе еще не менее трех цифр. Так как число с суммой цифр 33 делится на 3, то для делимости искомого числа на 33 достаточно делимости на 11. Для поиска остальных цифр воспользуемся признаком делимости на 11.  Пусть искомое семизначное число имеет вид: 33abc33. Тогда a + b + c = 21, и a + c – b кратно 11, то есть равно 0 или 11. Равенство 0 не возможно, так как сумма двух цифр всегда не меньше 12, следовательно a + c – b = 11. Решая систему из двух уравнений, находим, что b = 5. Для a и c имеется две возможности: 8, 8 и 7, 9.  Наименьшее искомое число дает второй набор: 3375933.  
Комментарий. Найдено семизначное, но не наименьшее, число – 3 балла. 

1. 
Ответ: .  






Решение. Поскольку диагонали граней  и  параллельны, то прямая  параллельна плоскости . Следовательно, линия пересечения указанных плоскостей параллельна прямой . Поскольку отрезки параллельных прямых, заключенных между параллельными плоскостями равны, то искомый отрезок равен отрезку . 
Комментарий. Возможно геометрическое решение и методом координат. Арифметическая ошибка – минус 1 - 2 балла, Ошибки в построении, определении координат, нахождении уравнений прямой или плоскости – 0 баллов.  

1. 
Ответ: . 

       Решение. Так как , то   









преобразуем неравенство к виду . Сделаем замену , тогда исходное неравенство равносильно системе . Система верна для всех рассматриваемых t тогда и только тогда, когда функция принимает на концах промежутка  неположительные значения. Из условия  находим , из условия  находим .  


Комментарий. Если исходное неравенство сведено к квадратичному неравенству  относительно  - 2 балла, учитывается только положительность дискриминанта и не учитывается ограниченность функции  - плюс 1 балл. 

6. Ответ: 120. Решение. Если расположить все цифры в убывающем порядке 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0, то все требуемые семизначные числа получаются удалением из  этого списка трех цифр, не входящих в эти числа. Следовательно, число таких чисел равно числу способов выбора трех цифр из 10, то есть числу сочетаний из 10 по 3: . 

Комментарий. Неверные попытки применения правила произведения и правила суммы – 0 баллов. 






















oleObject3.bin

image4.wmf
0

)

(

)

(

3

=

-

x

g

x

f


oleObject4.bin

oleObject5.bin

oleObject6.bin

image5.wmf
1

1

1

1

D

C

B

ABCDA


oleObject7.bin

image6.wmf
1

1

D

A


oleObject8.bin

image7.wmf
3

:

1

:

1

1

=

LD

L

A


oleObject9.bin

image8.wmf
C

AB

1


oleObject10.bin

image9.wmf
DL

C

1


oleObject11.bin

image10.wmf
ABCD


oleObject12.bin

image11.wmf
1

1

1

1

D

C

B

A


oleObject13.bin

image12.wmf
0

cos

sin

2

cos

sin

6

6

³

+

+

x

x

a

x

x


oleObject14.bin

image13.wmf
î

í

ì

=

-

=

+

0

)

(

)

(

0

)

(

)

(

3

x

g

x

f

x

g

x

f


oleObject15.bin

image14.wmf
0

)

(

)

(

3

=

+

x

g

x

g


oleObject16.bin

image15.wmf
(

)

0

)

(

1

)

(

2

=

+

x

g

x

g


oleObject17.bin

image16.wmf
)

(

x

g


oleObject18.bin

oleObject19.bin

image17.wmf
)

(

x

f


oleObject20.bin

image18.wmf
)

(

x

f


oleObject21.bin

image19.wmf
)

(

x

g


oleObject22.bin

image20.wmf
a

2


oleObject23.bin

image21.wmf
1

AB


oleObject24.bin

image1.wmf
)

(

x

f


image22.wmf
1

DC


oleObject25.bin

image23.wmf
1

AB


oleObject26.bin

image24.wmf
DL

C

1


oleObject27.bin

oleObject28.bin

image25.wmf
1

AB


oleObject29.bin

image26.wmf
4

1

4

1

£

£

-

a


oleObject1.bin

oleObject30.bin

image27.wmf
x

x

x

x

x

x

x

2

sin

4

3

1

cos

cos

sin

sin

cos

sin

2

4

2

2

4

6

6

-

=

+

-

=

+


oleObject31.bin

image28.wmf
0

2

sin

2

sin

4

3

1

2

³

+

-

x

a

x


oleObject32.bin

image29.wmf
x

t

2

sin

=


oleObject33.bin

image30.wmf
î

í

ì

£

£

-

£

-

-

1

1

0

4

4

3

2

t

at

t


oleObject34.bin

image31.wmf
4

4

3

)

(

2

-

-

=

at

t

t

f


image2.wmf
)

(

x

g


oleObject35.bin

image32.wmf
1

1

£

£

-

t


oleObject36.bin

image33.wmf
0

)

1

(

£

-

f


oleObject37.bin

image34.wmf
4

1

£

a


oleObject38.bin

image35.wmf
0

)

1

(

£

f


oleObject39.bin

image36.wmf
4

1

-

³

a


oleObject2.bin

oleObject40.bin

image37.wmf
x

2

sin


oleObject41.bin

oleObject42.bin

image38.wmf
120

7

3

10

3

10

=

×

=

!

!

!

С


oleObject43.bin

image3.wmf
)

(

)

(

x

g

x

f

+


