Задания для школьного этапа олимпиады 
2011-2012 учебный год (11 класс) 
1. Докажите, что произведение четырёх последовательных целых чисел, сложенное с единицей, есть точный квадрат.
2. Решите уравнение    [image: ][image: ] 
3. В трапеции одна из диагоналей равна сумме длин оснований, а угол между диагоналями равен 60˚. Докажите, что трапеция – равнобедренная.
4. В футбольном чемпионате участвовали 16 команд. Каждая команда сыграла с каждой по одному разу, за победу давалось 3 очка, за ничью 1 очко, за поражение 0. Назовем команду успешной, если она набрала хотя бы половину от наибольшего возможного количества очков. Какое наибольшее количество успешных команд могло быть в турнире? 
5. В первый день Маша собрала на 25 грибов меньше, чем Вася, а во второй день– на 20 больше, чем Вася. За два дня Маша собрала грибов на 10 больше, чем Вася. Какое наименьшее количество грибов они могли собрать вместе? 

Решения.
1. Пусть [image: ][image: ] – четыре последовательных целых числа, тогда    [image: ][image: ] == [image: ][image: ]
2. Перенесём в левую часть и прибавим и вычтем по [image: ][image: ]В результате  полученное уравнение можно преобразовать к виду [image: ][image: ] которое равносильно следующей системе:[image: ]
[image: ]
Решая второе уравнение и подставляя его решения в первое уравнение, в результате получим решение исходного уравнения [image: ][image: ]   
3. Пусть    [image: ][image: ]. Продолжим[image: ][image: ] за точку[image: ][image: ] на расстояние  [image: ]. Тогда очевидно, что [image: ] - равносторонний. Но это значит, что Δ[image: ]Δ[image: ] тоже равносторонние. Отсюда непосредственно следует, что Δ[image: ], откуда имеем, что  [image: ]

 (
O
) (
60˚
) (
M
) (
D
) (
A
) (
C
) (
B
) 



4. 
Каждая команда сыграла 15 игр и поэтому могла набрать самое большее 15· 3=45 очков. Значит, команда успешная, если у нее не меньше 23 очков. Пусть было n успешных команд. Тогда суммарное количество набранных очков не меньше 23n . C другой стороны, в каждой игре разыгрывается не более 3 очков, а всего было сыграно [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1633742]игр; т.е. всего было разыграно не более 3· [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1633742]=360 очков. Значит, 23n[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1633743] 360 , откуда n<16 . Покажем, что в чемпионате могло быть 15 успешных команд. Пронумеруем команды. Пусть команда номер 16 проигрывает всем остальным. Расположим номера остальных команд (числа от 1 до 15) по кругу. Пусть каждая из этих команд выиграет у следующих по кругу 7 команд (а остальным проиграет). Тогда 15 команд выиграют по 8 игр и наберут по 24 очка. Ответ. 15

5.
Пусть Вася собрал в первый день x грибов, а во второй день– y грибов, тогда Маша собрала [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656782]x и [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656783]y грибов соответственно. По условию: [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656784](x+y)=[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656782]x+[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656783]y . Решая это уравнение, получим: 22x + 22y = 15x + 24y [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656785]7x = 2y . Из условия задачи следует, что числа x и y – натуральные, причем x кратно 4, а y кратно 5. Пусть x = 4k , y = 5n , где k[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656786][image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656787] и n[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656786][image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656787] . Тогда 28k = 10n [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656785]14k = 5n . Так как НОД(14; 5) = 1, то k кратно 5, а n кратно 14. Таким образом, среди всех (k; n) , удовлетворяющих полученному равенству, наименьшие: k = 5 ; n = 14 . Следовательно, x = 20 ; y = 70 . Общее количество грибов: [image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656788]x+[image: http://www.problems.ru/show_document.php?id=1656789]y = 35 + 154 = 189 . Ответ.189
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