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Введение. 
Просматривая различные пособия и сборники задач для поступающих в
ВУЗ, я обратила внимание на то, что практически везде в них присутствуют
примеры с параметрами. Однако в школьном курсе математики этим задачам
отводится незначительное место.

При решении уравнений и неравенств с параметрами развивается
вариативное мышление, т.к. приходится разбирать все возможные способы
решения для того, чтобы найти такие значения параметров, при которых общее
решение уравнения или неравенства обладает некоторыми свойствами.
 
Актуальность данной темы определяется необходимостью уметь решать
такие уравнения с параметрами при сдаче Единого Государственного экзамена
и на вступительных экзаменах в высшие учебные заведения.

Цель моего проекта – научится решать неравенства с параметрами, используя графический метод.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
1) дать определение понятию задачи с параметрами;
2) показать принцип решения неравенств с параметрами, используя данный метод.


Что же такое задачи с параметрами?
Это уравнения и неравенства, содержащие наряду с неизвестной величиной еще и буквенные параметры, при различных числовых значениях которых меняется число решений уравнения или неравенства, а иногда и его вид.  Решение задач с параметрами предполагает, определенную исследовательскую деятельность, требующую внимания и уверенного владения материалом школьной программы по математике во всей полноте.  Поэтому эти задачи являются сложными и предназначены для тех выпускников, которые претендуют на высокий экзаменационный балл. 
Поскольку задачи с параметрами охватывают различные темы, существуют различные методы решения таких задач. Я решила рассмотреть графический метод для решения неравенств с параметрами. 


Пример 1
Найти все значения параметра α, при каждом из которых система неравенств
α+ 3x ≤ 12,
α+ 4x ≥ x2,
α≤ x
имеет хотя бы одно решение.
Решение 
Приведем данную систему к виду
α≤ 12-3x,
α≥ x2-4x,
α≤ x
построим в системе координат Oxα  графики этой системы
[image: ]

Множество всех точек, удовлетворяющих данной системе, покажем светло-серым цветом. Рассмотрим различные положения прямой α=α1. Очевидно, что при α < -4 и α> 3 прямая не имеет с закрашенной областью ни одной общей точки, а в точках α=-4 и α=3 единственное решение, следовательно, система неравенств имеет хотя бы одно решение при αϵ [-4;3].

Пример 2
Найти все значения параметра α, при каждом из которых хотя бы одно решение неравенства x2 + α + Ix – α -1I +1 ≤ 3x  принадлежит отрезку [0;1].

Решение 
Приведем неравенство к виду Ix – α – 1I ≤ 3x – x2 – α – 1.
Поскольку I p I ≤ q   в том случае, если –q ≤ p ≤ q , тогда получим систему неравенств
x – α – 1 ≤ 3x – x2 – α – 1,
x – α – 1 ≥ x2 – 3x + α +1,    отсюда  

x (x-2) ≤ 0,
α ≤ -0,5 x2 +2x – 1

Множеством всех точек, координаты которых удовлетворяют неравенству x (x-2) ≤ 0 является полоса, заключенная между прямыми x =0 и x = 2, включая эти прямые.  Множеством всех точек, координаты которых удовлетворяют неравенству                    α ≤ -0,5 x2 + 2x – 1, является парабола α = ≤ -0,5 x2 + 2x – 1 и часть плоскости, расположенная ниже этой параболы.                  
[image: ]
Очевидно что, система неравенств
 x (x-2) ≤ 0,
α ≤ -0,5 x2 +2x – 1  имеет хотя бы одно решение на отрезке [0;1] при α ϵ (-∞; 0,5].

Пример 3
Найти все значения параметра α, при котором из неравенства 
αx2 – x + 1 – α < 0 следует неравенство 0 < x < 1
Решение 
Преобразуем это неравенство к виду
(αx2 – α) – (x – 1) <0
α(x + 1)(x – 1) –(x – 1)<0
(x – 1)(αx + α – 1)<0
Найдем нули промежутков: x = 1 и x = 1/α – 1 и построим графики в системе координат Oαx:
[image: ]               
По графику видно, что x ϵ (0;1) при α ϵ [0,5;1]

Пример 4
Для каждого значения параметра α решить неравенство IxI + IαI ≤ 1
Решение 
Рассмотрим 4 случая и построим графики функций в осях Oαx
1) [image: ]x ≥ 0, α ≥ 0 : x ≤ 1 – α
2) x ≥ 0, α < 0 : x ≤ α + 1
3) x < 0, α ≥ 0 : x ≥ α – 1 
4) x < 0, α < 0 : x ≥ -α – 1 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   





Ответ: при α ϵ (-∞;-1) ᴜ (1;+∞) решений нет; при α ϵ (-1;0]   x ϵ [-1-α; 1+α];                при α ϵ (0;1)   x ϵ [-1+α;1-α]; при α = ±1  x = 0.
Пример 5
Для каждого значения параметра α решить неравенство (x – α)(x – 2) ≤ 0.
Решение 
Построим в системе координат Oαx графики функций x = α и x = 2
[image: ]
Область, удовлетворяющая неравенству, закрашена светло-серым цветом. По графику очевидно, что при α ϵ (2; +∞),  х ϵ [2;α] ; при α = 2, х = 2; при α ϵ (-∞;2),       х ϵ [α;2].

Пример 6
Для каждого значения параметра α решить неравенство (х – α)/(х + 2) ≤ 0
Решение 
Построим в системе координат Oαx графики функций x = α и x = -2
[image: ]
Область, удовлетворяющая неравенству, закрашена светло-серым цветом. По графику очевидно, что при α ϵ (-2; +∞), х ϵ [-2; α]; при α = -2, х ≠ 2; при α ϵ (-∞; -2),      х ϵ [α;-2].



Заключение
В ходе проекта был рассмотрен графический метод решения неравенств с параметрами, содержащие модули, квадратичную, дробную- рациональную функции.  Умение строить графики позволяет существенно облегчить решение многих нестандартных задач по математике. 
Работа над данной темой помогает при подготовке к ЕГЭ, олимпиадам, проводимыми Вузами. 
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Приложение
1. Найдите все значения параметра α, при которых уравнение 
(х + 7)2 + (α – 6)2 = Iх – α + 13I + Iх + α + 1I имеет единственное решение
Решение
1) х – α + 13 = 0                   х = α – 13
х + α + 1 = 0                     х = -α – 1
                               I               II                 III                    IV
х – α + 13            +                -                  -                     +
х + α + 1              +                +                 -                     -
I. (x + 7)2 + (α – 6)2 = x – α + 13 + x + α + 1
x2 + 14x + 49 +  (α – 6)2 – 2x – 14 = 0
x2 + 12x + 35 + (α – 6)2 = 0
(x + 6)2 + (α – 6)2 = 1  -    уравнение окружности, ц. (6; -6), r=1

II. (x + 7)2 + (α – 6)2 = -x + α – 13 + x + α + 1
(x + 7)2  + α2 - 12α + 36 - 2α + 12 = 0
(x + 7)2  + α2 -14α + 48 = 0
(x + 7)2  + (α – 7)2 = 1  -   уравнение окружности, ц. (7; -7), r=1
III. (x + 7)2 + (α – 6)2 = -x + α – 13 – x – α – 1
x2 + 14x + 49 + (α – 6)2 + 2x + 14 = 0
x2 + 16x + 63 + (α – 6)2 = 0
(x + 8)2 + (α – 6)2 = 1   -   уравнение окружности, ц. (6; -8), r=1
IV. [image: ](x + 7)2 + (α – 6)2 = x - α + 13 – x – α – 1
(x + 7)2  + α2 - 12α + 36 + 2α – 12 = 0
(x + 7)2  + α2 - 10α + 24 = 0
(x + 7)2  + (α – 5)2 = 1   -    уравнение окружности, ц. (5; -7), r=1
Ответ: единственное решение при α = 4; 8.
2. Найдите все значения параметра α, при которых неравенство  
( x2 + y2 – 3)(x2 + y2 – α) < 0    имеет 4 целых решения
[image: ]Решение 
x2 + y2 – 3 > 0                  или                     x2 + y2 – 3 < 0
x2 + y2 – α < 0                                              x2 + y2 – α > 0

x2 + y2 > 3                                                     x2 + y2  < 3
x2 + y2 < α                                                     x2 + y2  > α

 Ответ: [1; 2) ᴜ (4; 5]

3. Найти все значения параметра α, при которых неравенство 
│  - 1│ ≤ 2 имеет единственное решение на отрезке [1; 3].
Решение 
│ │ ≤ 2
│ │ ≤ 2

Используя правило раскрытия модуля, получим:
≤ 2
≥ -2
≤ 0
≥ 0
   ≤ 0   (1) 
   ≥ 0   (2) 



(1): построим графики функций α = - x2 + 4x  и  α = x  в осях Oxα[image: ]



(2): построим графики функций α = ⅓ x2  и α = x в осях Oxα[image: ]

Объединим:
[image: ]
Ответ: 3. 

4. Найдите все значения параметра α, при которых уравнение 
αx +   = 2α + 3 имеет единственное решение 

Решение
-αx + 2α + 3 =  
y =    (1)
y = -αx + 2α + 3   (2) 

(1):    y =    
  =  =  =   полуокружность, ц. (-4; 0), r=3. 

 (2):   y = -αx + 2α + 3
         y = -α(x – 2) + 3 – семейство прямых, проходящих через т. (2;3)
[bookmark: _GoBack][image: ]k = tg α = 1 (AB) 
k = tg α =  (BC)
k = tg 0 = 0 (BD)
Ответ: α є [-1;  ) ᴜ {0}.
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